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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îïåðàòîð ØòóðìàËèóâèëëÿ
Ly = l(y) = −d
2y
dx2
+ q(x)y, (1)
â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå y(0) = y(π) = 0. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë q(x) = u′(x), u ∈ L2[0, π]. Ïðîèçâîäíàÿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
ðàñïðåäåëåíèé. Îïåðàòîðû òàêîãî âèäà áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòå [1℄. Â ðàáîòàõ [1℄  [2℄
áûëî äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð L ðåäãîëüìîâ ñ èíäåêñàìè (0,0) (â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî
ïîòåíöèàëà  ñàìîñîïðÿæåí), ïîëóîãðàíè÷åí, èìååò ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð. Íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû îá îïåðàòîðå L, ïîëó÷åííûå â [1℄  [3℄ è íåîáõîäèìûå íàì â äàííîé ðàáîòå,
áóäóò ïðèâåäåíû íèæå.
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàâíîìåðíîé íà âñåì îòðåçêå [0, π] ðàâíîñõîäèìî-
ñòè ðàçëîæåíèÿ óíêöèè f â ðÿä ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé
îïðåðàòîðà L ñ åå ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ñèíóñîâ. Ýòà çàäà÷à õîðîøî èç-
âåñòíà â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îïåðàòîðîâ ØòóðìàËèóâèëëÿ (â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë
ëîêàëüíî ñóììèðóåì). Â ìîíîãðàèè Â. À. Ìàð÷åíêî [4, 3, ãë. 1℄ áûëà äîêàçàíà ðàâíîìåð-
íàÿ ðàâíîñõîäèìîñòü â ñëó÷àå, åñëè f ∈ L2[0, π], à q  êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ñóììèðóåìàÿ
óíêöèÿ. Â 1991 ãîäó Â. À. Èëüèí ïîëó÷èë ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå, êîãäà f ∈ L1[0, π], q
 êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ñóììèðóåìàÿ óíêöèÿ (ñì. [5℄). Â. À. Âèíîêóðîâ è Â. À. Ñàäîâíè-
÷èé â [6℄ äîêàçàëè òåîðåìó î ðàâíîñõîäèìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ ñ ïîòåíöèàëîì 
ïðîèçâîäíîé óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ïðè ýòîì f ∈ L1[0, π].
Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî, åñëè ïåðâîîáðàçíàÿ u îò ïîòåíöèàëà  êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ
óíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà L2[0, π], òî äëÿ ëþáîé óíêöèè f èç ïðîñòðàíñòâà L2[0, π] èìååò
ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ íà âñåì îòðåçêå [0, π] ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñèñòåìå
ñèíóñîâ è ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L. Íåêîòîðûå ðå-
çóëüòàòû î òàêîé ðàâíîñõîäèìîñòü áûëè àíîíñèðîâàíû àâòîðîì â ðàáîòå [7℄, íî ïîäðîáíîå
äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî íå áûëî.
1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.
Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ îá îïåðàòîðå (1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç ω(x, λ) ðåøåíèå äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ −ω′′ + qω = λω ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè ω(0, λ) = 0, ω[1](0, λ) = 1 (çäåñü ω[1] = ω′ − uω  ïåðâàÿ êâàçèïðîèçâîäíàÿ). ßñíî,
÷òî íóëè öåëîé óíêöèè ω(π, λ) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà L. Â
1
ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êàæäîãî ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðàâíà 1. Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ïîòåíöèàëà ïðèñîåäèíåííûå óíêöèè
îòñóòñòâóþò, ò.å. âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, íî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå
òàê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {µk}∞1 âñå íóëè óíêöèè ω(π, λ) áåç ó÷åòà êðàòíîñòè (ò.å. µj = µk
òîëüêî ïðè j = k), ïðè÷åì íóìåðàöèþ áóäåì âåñòè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëÿ, à â
ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ìîäóëåé  ïî âîçðàñòàíèþ àðãóìåíòà, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî âûáèðàþòñÿ
èç ïîëóèíòåðâàëà (−π, π]. Öåïî÷êîé èç ñîáñòâåííîé è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé, îòâå-
÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µk, íàçûâàþò ñèñòåìó óíêöèé {y0k, y1k, . . . , ypk−1k }, ãäå
(L − µkI)y0k = 0, (L − µkI)yjk = yj−1k äëÿ âñåõ j = 1, . . . , pk − 1. Ïðèñîåäèíåííûå óíêöèè
îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî è, ñëåäóÿ ðàáîòå [8℄, êàíîíè÷åñêîé öåïî÷êîé íàçîâåì ëþáóþ èç
öåïî÷åê, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ äëèíó. Äëèíó êàíîíè÷åñêîé öåïî÷êè (÷èñëî pk) íàçî-
âåì àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ µk. Â íàøåì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêóþ
öåïî÷êó ìîæíî ïðåäúÿâèòü ÿâíî, ÷òî ìû ñåé÷àñ è ïðîäåëàåì.
Ïóñòü µk  íîëü óíêöèè ω(π, λ) êðàòíîñòè qk. Çàìåòèì, ÷òî óíêöèè ω
(j)
λ (x, λ),
j = 1, 2, . . . , qk − 1 óäîâëåòâîðÿþò äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì l(ω(j)λ ) = λω(j)λ + ω(j−1)λ ,
ïðè÷åì ω
(j)
λ (0, λ) ≡ 0. Êðîìå òîãî, ω(j)λ (π, µk) = 0, ïîñêîëüêó µk åñòü íîëü êðàòíîñòè qk.
Òàêèì îáðàçîì, óíêöèè ω
(j)
λ (x, µk), j = 0, 1, . . . , qk−1 îáðàçóþò öåïî÷êó èç ñîáñòâåííîé è
ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé, îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µk. Êàê è ëþáàÿ öåïî÷êà
èç ñîáñòâåííîé è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé, ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à çíà÷èò,
ïîðîæäàåò ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè qk. Òåïåðü îñòàåòñÿ îòìåòèòü (ñì. [9, ë. I, ï.3℄),
÷òî ýòà öåïî÷êà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé, ò.å. èìååò ìàêñèìàëüíóþ äëèíó (pk = qk).
Íàì áóäåò óäîáíî ââåñòè è äðóãóþ íóìåðàöèþ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé.
Ïîä ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé {yn(x)}∞n=1 ìû áóäåì âåçäå äàëåå
ïîíèìàòü ñèñòåìó, ïîëó÷åííóþ íîðìèðîâêîé ‖yn‖L2 = 1 ñèñòåìû
∞⋃
k=1
{ω(j)λ (x, µk)}qk−1j=0 , à
÷åðåç {λn}∞n=1 îáîçíà÷èì íóëè óíêöèè ω(π, λ) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëÿ ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè (òîãäà Lyn = λnyn äëÿ ëþáîãî n ∈ N).
Ïîñòðîèì òåïåðü áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó {wn}∞n=1 ê ñèñòåìå {yn}∞n=1. Ïðåæäå âñåãî
çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì k ñèñòåìà {zjk}qk−1j=0 , ãäå zjk(x) = ω(j−1)λ (x, µk), ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
èç ñîáñòâåííîé è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé äëÿ îïåðàòîðà L∗ = − d2
dx2
+ q, îòâå÷àþùåé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µk. Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé ñèñòåìû
∞⋃
k=1
{zjk}qk−1j=0 ïîñòðîèòü áèîðòîãîíàëüíóþ ê {yn}∞1 ñèñòåìó. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè óíêöèÿ z ëåæèò â êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðà L∗, îòâå÷àþùåì ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ µl, à óíêöèÿ y  â êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùåì
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µk, ãäå k 6= l, òî óíêöèè y è z îðòîãîíàëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ñîáñòâåííûõ óíêöèé µk(y, z) = (Ly, z) = (y, L
∗z) = µl(y, z), ò.å. (y, z) = 0. Åñëè òåïåðü y
 ïåðâàÿ ïðèñîåäèíåííàÿ óíêöèÿ, à z  ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îðòî-
ãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ óíêöèé óæå äîêàçàíà, µk(y, z) = (Ly, z) = (y, L
∗z) = µl(y, z).
Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â
êàæäîì êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïîîòäåëüíîñòè. Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ ýòî ëåãêî: wn(x) = yn(x)/(yn(x), yn(x)), à äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàòíîñòè pk > 1
2
ìû ñîøëåìñÿ íà [10, 2℄ èëè [4, ë. 1, 3℄:
wjk(x) = −bpk−j−1k zpk−j−1k + (µk)−1bpk−j−2k zpk−j−2k − 2(µk)−2bpk−j−3k zpk−j−3k − · · ·− j(−µk)−jb0kz0k,
ãäå bjk  íåêîòîðûå íåíóëåâûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî ðàçëîæåíèå ðåçîëüâåíòû (L− λI)−1 â ðÿä
Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè µk èìååò âèä
(L− λI)−1 =
pk−1∑
s=0
(·, b0kz0k)y0k + (·, b1kz1k)y1k + · · ·+ (·, bskzsk)ysk
(λ− µk)pk−s .
Óòâåðæäåíèå 1. (ñì. [2℄, òåîðåìà 2.7.) Ïóñòü u ∈ L2[0, π]. Òîãäà ñèñòåìà {yn(x)}∞n=1
ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L îáðàçóåò áàçèñ èññà â ïðîñòðàí-
ñòâå L2[0, π].
Óòâåðæäåíèå 2. (ñì. [2℄, òåîðåìà 3.13.) Ïóñòü u ∈ L2[0, π]. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà N = Nu, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L ïðîñòû, à äëÿ óíêöèé yn è wn
ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà
yn(x) =
√
2
pi
sinnx+ ϕn(x), wn(x) =
√
2
pi
sin nx+ ψn(x),
y′n(x) = n
(√
2
pi
cos nx+ ηn(x)
)
+ u(x)
(√
2
pi
sin nx+ ϕn(x)
)
n = N,N + 1, . . . ,
(2)
ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γn}∞n=N = {‖ϕn(x)‖C + ‖ψn(x)‖C + ‖ηn(x)‖C}∞n=N ∈ l2 è åå
íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åíà ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò u. Êðîìå
ýòîãî, ïðè n > N
ψn(x) = ψn,0(x) + ψn,1(x) + ψn,2(x).
Çäåñü
ψn,0(x) = αn sinnx+ βn cosnx−
x∫
0
u(t) sinn(x− 2t)dt, (3)
ãäå íîðìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|αn| + |βn|}∞n=N â ïðîñòðàíñòâå l2 îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé
Cu;
ψn,1(x) = sin nx
− 1
2n
x∫
0
u2(t) sin(2nt)dt
+ cosnx
−x
π
pi∫
0
u(t) sin(2nt)dt+
+
x
2πn
pi∫
0
u2(t)(cos(2nt)− 1)dt− 2x
π
pi∫
0
t∫
0
u(t)u(s) cos(2nt) sin(2ns)dsdt+ (4)
+
1
2n
x∫
0
u2(t)(1− cos(2nt))dt+ 2
x∫
0
t∫
0
u(t)u(s) cos(2nt) sin(2ns)dsdt
 ,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {‖ψn,2(x)‖C}∞n=N ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó l1 è åå íîðìà â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå íå ïðåâîñõîäèò Cu.
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2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. àññìîòðèì îïåðàòîð (1), äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π], ñ ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, ïîòåíöèàë êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì: q(x) = u′(x), ãäå êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ óíêöèÿ u ∈ L2[0, π]. Ïóñòü {yn(x)}∞n=1  íîð-
ìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L, {wn(x)}∞n=1
 áèîðòîãîíàëüíàÿ ê íåé ñèñòåìà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] îáîçíà÷èì
cn = (f(x), wn(x)), cn,0 =
√
2/π(f(x), sinnx). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ íà âñåì
îòðåçêå [0, π] ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèÿ óíêöèè f â ðÿä ïî ñèñòåìå {yn(x)}∞n=1 è ïî
ñèñòåìå ñèíóñîâ:∥∥∥∥∥
m∑
n=1
cnyn(x)−
m∑
n=1
√
2
π
cn,0 sin nx
∥∥∥∥∥
C
6 Cu
 ∑
n>
√
m
|cn,0|2
1/2 + ‖f‖L2υu(m), (5)
ãäå υu(m) → 0 ïðè m→ +∞.
Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [13℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå áîëåå ãëàäêîãî ïîòåíöèàëà,
êîãäà u ∈ W θ2 [0, π] ïðè θ ∈ (0, 1/2), âûïîëíåíà îöåíêà υu(m) 6 C(‖u‖, θ, ε)m−θ/2+ε äëÿ
ëþáîãî ε > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. àññìîòðèì îïåðàòîðû Bm,N : L2[0, π] → C[0, π], äåé-
ñòâóþùèå ïî ïðàâèëó
Bm,Nf(x) :=
m∑
n=N
cnyn(x)−
m∑
n=N
√
2
π
cn,0 sinnx,
ãäå f ∈ L2[0, π]. Ïðè N = 1 áóäåì îïóñêàòü âòîðîé èíäåêñ: Bm,1 =: Bm.
Ìû çàèêñèðóåì èíäåêñ N , ïîëîæèâ N = Nu, ãäå Nu  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñóùåñòâî-
âàíèå êîòîðîãî ïîñòóëèðóåòñÿ â óòâåðæäåíèè 2. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî
ïîòåíöèàëà Nu = 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî
(ìû áóäåì íàçûâàòü åãî îñíîâíûì ðàâåíñòâîì)
Bm,Nf(x) =
m∑
n=N
√
2
π
(f(t), ψn,0(t)) sinnx+
m∑
n=N
√
2
π
(f(t), ψn,1(t)) sinnx+
+
m∑
n=N
√
2
π
(f(t), ψn,2(t)) sinnx+
m∑
n=N
√
2
π
(f(t), sinnt)ϕn(x) +
m∑
n=N
(f(t), ψn(t))ϕn(x). (6)
Òåïåðü ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé óíêöèè u ∈ L2[0, π] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàòîðîâ {Bm,N}∞m=N ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà:
‖Bm,N‖L2→C 6 Cu. (7)
Îöåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè îñíîâíîãî ðàâåíñòâà (6) ïî îòäåëüíîñòè
(íàèáîëåå òðóäíîé çäåñü áóäåò îöåíêà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî).
4
Øàã 1 (îöåíêà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî).
Äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥
√
2
π
m∑
n=N
(f(t), ψn,0(t)) sinnx
∥∥∥∥∥
C
6 Cu‖f‖L2. (8)
Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (3)
(f(t), ψn,0(t)) = αn(f(t), sinnt) + βn(f(t), cosnt)−
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s) sin n(t− 2s)dsdt.
Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî îöåíèòü ðàâíîìåðíî ïî âñåì x ∈ [0, π] âûðàæåíèå
m∑
n=N
αn(f(t), sinnt) + βn(f(t), cosnt)− pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s) sinn(t− 2s)dsdt
 sinnx (9)
Òàê êàê ‖{αn}‖l2 6 Cu, òî∥∥∥∥∥
m∑
n=N
√
2
π
αn(f(t), sinnt) sinnx
∥∥∥∥∥
C
6 Cu‖f‖L2.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (9). Íàèáîëåå ñëîæ-
íûìè äëÿ îöåíêè ÿâëÿåòñÿ òðåòüå ñëàãàåìîå. Ïðèìåíèâ îðìóëó ðàçíîñòè êîñèíóñîâ, ïî-
ëó÷èì
m∑
n=N
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s) sin n(t− 2s)dsdt sinnx = 1
2
m∑
n=N
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s) cosn(t− x− 2s)dsdt−
−1
2
m∑
n=N
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s) cosn(t+ x− 2s)dsdt.
Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (âòîðîå ñëàãàåìîå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Çàìåòèì, ÷òî
m∑
n=N
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s) cosn(t− x− 2s)dsdt =
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s)Dm(t− x− 2s)dsdt−
−
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s)DN−1(t− x− 2s)dsdt, (10)
5
ãäå Dm(ξ) = 1/2 +
m∑
n=1
cosnξ  ÿäðî Äèðèõëå. Òàê êàê âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
(10) íå çàâèñèò îò m, òî äëÿ íåãî ñðàçó ïîëó÷àåì íåîáõîäèìóþ îöåíêó:∥∥∥∥∥∥
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s)DN−1(t− x− 2s)dsdt
∥∥∥∥∥∥
C
6 Cu‖f‖L2.
Çàéìåìñÿ îöåíêîé ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (10). Îïðåäåëèì îïåðàòîð Am,−x, äåéñòâóþùèé â
ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] ïî ïðàâèëó:
Am,−xu(t) =
t∫
0
u(s)Dm(t− x− 2s)ds
è ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ Am := Am,0. Íàì íåîáõîäèìî îöåíèòü íîðìû îïåðàòîðîâ Am,−x
ðàâíîìåðíî ïî m ∈ N è x ∈ [0, π].
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Am,−x óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí ñóììå îïåðàòîðà Am è íåêîòîðîãî
îïåðàòîðà A˜m,x, íîðìó êîòîðîãî â L2[0, π] îöåíèòü ëåãêî. Ïóñòü Txg(t) = g(t+x) îïåðàòîð
ñäâèãà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] (ñ÷èòàåì, ÷òî âñå óíêöèè ïðîäîëæåíû çà îòðåçîê [0, π]
ïåðèîäè÷åñêè). Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü
T−xAm,−xTxu(t) = T−xAm,−xu(x+ t) = T−x
t∫
0
u(s+ x)Dm(t− x− 2s)ds =
=
t−x∫
0
u(s+ x)Dm(t− 2x− 2s)ds =
t∫
x
u(s)Dm(t− 2s)ds = Amu(t)− A˜m,xu(t),
ãäå A˜m,xu(t) :=
x∫
0
u(s)Dm(t − 2s)ds. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð A˜m,x ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîìïîçèöèþ îïåðàòîðà ñðåçêè Hxu(t) = χ[0,x]u(t) è îïåðàòîðà Sm, äåéñòâóþùåãî ïî
ïðàâèëó
Smv(t) =
m∑
n=1
 pi∫
0
v(s) cos 2nsds cosnt +
pi∫
0
v(s) sin 2nsds sinnt
 + 1
2
pi∫
0
v(s)ds. (11)
Î÷åâèäíî, ÷òî ‖Hx‖L2 6 1, ‖Smv(t)‖L2 =
∥∥∥∥ m∑
n=1
(an cosnt + bn sinnt) +
1
2
a0
∥∥∥∥2
L2
6 2‖v‖2L2, ãäå
an =
pi∫
0
v(s) cos 2nsds, bn =
pi∫
0
v(s) sin 2nsds  êîýèöèåíòû Ôóðüå óíêöèè v(t). Ìû ïîêà-
çàëè, ÷òî íîðìà îïåðàòîðà A˜m,x â L2[0, π] íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
√
2 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
m ∈ N è x ∈ [0, π].
6
Òåïåðü íàì îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ïî m ∈ N îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà Am â
ïðîñòðàíñòâå L2[0, π]. Çàìåòèì, ÷òî
Amu(t) =
t∫
0
u(s)Dm(t−2s)ds =
pi∫
0
u(s)Dm(t−2s)ds−
pi∫
t
u(s)Dm(t−2s)ds = Smu(t)−E∗mu(t),
ãäå îïåðàòîð Sm îïðåäåëåí â (11), à E
∗
m ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó Em, îïðåäåëåí-
íîìó ðàâåíñòâîì Emu(t) =
t∫
0
u(s)Dm(2t− s)ds. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê ïðîâåðêå
ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà Em.
Ïîñêîëüêó Em  îïåðàòîð òèïà Õàðäè, òî åãî îãðàíè÷åííîñòü ìîæåò áûòü äîêàçàíà
ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì (ñì., íàïðèìåð, [14, ë. IX, ï. 3℄). àññìîòðèì áèëèíåéíóþ îð-
ìó (Emf, g), ãäå f, g ∈ L2[0, π] è äîêàæåì åå îãðàíè÷åííîñòü. Â ñèëó èçâåñòíîé îöåíêè
|Dm(x)| 6 C|x| , ãäå C  íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ (ñì., íàïðèìåð, [15, ë. 1 32℄),
èìååì:
|(Emf, g)| =
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
t∫
0
f(s)g(t)Dm(2t− s)dsdt
∣∣∣∣∣∣ 6
pi∫
0
t∫
0
|f(s)||g(t)||Dm(2t− s)|dsdt 6
6 C
pi∫
0
t∫
0
|f(s)||g(t)| 1
2t− sdsdt = C
pi∫
0
t∫
0
|f(s)| 1√
2t− s
4
√
s
t
|g(t)| 1√
2t− s
4
√
t
s
dsdt 6
6
 pi∫
0
t∫
0
|f(s)|2 1
2t− s
√
s
t
dsdt
1/2 pi∫
0
t∫
0
|g(t)|2 1
2t− s
√
t
s
dsdt
1/2 .
Îáîçíà÷èì äâîéíûå èíòåãðàëû â ïîñëåäíåé ÷àñòè öåïî÷êè íåðàâåíñòâ ÷åðåç I1 è I2 ñî-
îòâåòñòâåííî è îöåíèì êàæäûé èç íèõ â îòäåëüíîñòè. Â èíòåãðàëå I1 ïîìåíÿåì ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì
I1 =
pi∫
0
pi∫
s
|f(s)|2 1
2t− s
√
s
t
dtds =
pi∫
0
|f(s)|2√s
pi∫
s
d(2
√
t)
2t− s ds =
=
1√
2
pi∫
0
|f(s)|2
(
ln
(
π −√s/2
π +
√
s/2
)
− 2 ln(
√
2− 1)
)
ds,
òî åñòü
√
I1 6 (ln 4)‖f‖L2.
Àíàëîãè÷íî
I2 =
pi∫
0
pi∫
t
|g(t)|2 1
2t− s
√
t
s
dsdt =
pi∫
0
|g(t)|2
√
t
t∫
0
d(2
√
s)
2t− s ds =
1√
2
pi∫
0
|g(t)|2(2 ln(
√
2 + 1))dt,
çíà÷èò,
√
I2 6 C‖g‖L2, C =
√√
2 ln(
√
2 + 1).
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Íåðàâåíñòâî (8) ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
Øàã 2 (îöåíêà âòîðîãî ñëàãàåìîãî â îñíîâíîì ðàâåíñòâå).
Ïóñòü u ∈ L2[0, π]. Òîãäà äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥
√
2
π
m∑
n=N
(f(t), ψn,1(t)) sinnx
∥∥∥∥∥
C
6 Cu‖f‖L2. (12)
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (4) íàì íóæíî ðàññìîòðåòü âûðàæåíèå
Ψn = − 1
2n
pi∫
0
f(t) sinnt
t∫
0
u2(s) sin(2ns)dsdt−
pi∫
0
t
π
f(t) cosnt
pi∫
0
u(s) sin(2ns)dsdt+
+
pi∫
0
tf(t)
2πn
cosnt
pi∫
0
u2(s)(cos(2ns)− 1)dsdt− 1
2n
pi∫
0
f(t) cosnt
t∫
0
u2(s) cos(2ns)dsdt+ (13)
+
1
2n
pi∫
0
f(t) cosnt
t∫
0
u2(s)dsdt−
pi∫
0
2tf(t)
π
cosnt
pi∫
0
s∫
0
u(s)u(τ) cos(2ns) sin(2nτ)dτdsdt+
+2
pi∫
0
f(t) cosnt
t∫
0
s∫
0
u(s)u(τ) cos(2ns) sin(2nτ)dτdsdt.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∥∥∥∥∥
m∑
n=N
Ψn sin nx
∥∥∥∥∥
C
6 Cu‖f‖L2. (14)
Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîëó÷åííîé ñóììå (äëÿ ýòîãî ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïðåäåëû èí-
òåãðèðîâàíèÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå):∣∣∣∣∣∣
m∑
n=N
sinnx
2n
pi∫
0
f(t) sinnt
t∫
0
u2(s) sin(2ns)dsdt
∣∣∣∣∣∣ 6
6
pi∫
0
|u(s)|2
∣∣∣∣∣∣
m∑
n=N
sin(2ns)
2n
sinnx
pi∫
s
f(t) sinntdt
∣∣∣∣∣∣ ds 6
6
pi∫
0
|u(s)|2
m∑
n=N
1
2n
∣∣∣∣∣∣
pi∫
s
f(t) sinntdt
∣∣∣∣∣∣ ds 6 Cu‖f‖L2, (15)
8
òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
pi∫
s
f(t) sinntdt
}∞
n=N
= {(Hsf, sin nt)}∞n=N ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó l2 è åå íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íå ïðåâîñõîäèò ‖Hsf‖L2 6 ‖f‖L2 (çäåñü Hs 
îïåðàòîð ñðåçêè â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π]).
Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî â
ïðàâîé ÷àñòè (13).
àññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå.∣∣∣∣∣∣
m∑
n=N
pi∫
0
t
π
f(t) cosnt
pi∫
0
u(s) sin(2ns)dsdt sinnx
∣∣∣∣∣∣ 6 C
 m∑
n=N
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
tf(t) cosntdt
∣∣∣∣∣∣
21/2 ·
·
 m∑
n=N
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
u(s) sin(2ns)ds
∣∣∣∣∣∣
21/2 6 Cu‖f‖L2 . (16)
Òðåòüå ñëàãàåìîå ìîæíî îöåíèòü ïîõîæèì îáðàçîì:∣∣∣∣∣∣
m∑
n=N
pi∫
0
tf(t)
2πn
cosnt
pi∫
0
u2(s)(cos(2ns)− 1)dsdt sinnx
∣∣∣∣∣∣ 6
6 Cu
(
m∑
n=N
1
n2
)1/2 m∑
n=N
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
tf(t) cosntdt
∣∣∣∣∣∣
21/2 6 Cu‖f‖L2. (17)
Ïÿòîå ñëàãàåìîå â (13) ïðåîáðàçóåì, ïðîèíòåãðèðîâàâ óíêöèþ u2(s):∣∣∣∣∣∣
m∑
n=N
1
2n
pi∫
0
f(t) cosnt
t∫
0
u2(s)dsdt
∣∣∣∣∣∣ 6
m∑
n=N
1
2n
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
f(t)U(t) cosntdt
∣∣∣∣∣∣ 6 Cu‖f‖L2, (18)
ïîñêîëüêó óíêöèÿ U(t) =
t∫
0
u2(s)ds ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðîèçâåäåíèå f(t)U(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2[0, π].
Ïåðåéäåì ê òðîéíûì èíòåãðàëàì â ïðàâîé ÷àñòè (13). àññìîòðèì ïåðâûé èç íèõ.∣∣∣∣∣∣
m∑
n=N
pi∫
0
2tf(t)
π
cosnt
pi∫
0
s∫
0
u(s)u(τ) cos(2ns) sin(2nτ)dτdsdt sinnx
∣∣∣∣∣∣ 6 (19)
6 C
 m∑
n=N
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
tf(t) cosntdt
∣∣∣∣∣∣
21/2 m∑
n=N
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
s∫
0
u(s) cos(2ns)u(τ) sin(2nτ)dτds
∣∣∣∣∣∣
21/2 6
6 C‖f‖L2
(
m∑
n=N
∣∣∣(u(s)u(τ)χ(s, τ), cos(2ns) sin(2nτ))∣∣∣2)1/2 6 Cu‖f‖L2,
9
ïîñêîëüêó óíêöèÿ u(s)u(τ)χ(s, τ) ∈ L2[0, π]2
Íàêîíåö, ∣∣∣∣∣∣
m∑
n=N
pi∫
0
f(t) cosnt
t∫
0
s∫
0
u(s)u(τ) cos(2ns) sin(2nτ)dτdsdt sinnx
∣∣∣∣∣∣ 6
6
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
u(s)
m∑
n=N
cos(2ns) sinnx(H˜sf(t), cosnt)(Hsu(τ), sin(2nτ))ds
∣∣∣∣∣∣ 6 (20)
6
pi∫
0
|u(s)|
∣∣∣∣∣
m∑
n=1
(H˜sf(t), cosnt)(Hsu(t), sin(2nt))
∣∣∣∣∣ ds 6
pi∫
0
|u(s)|‖H˜sf‖L2‖Hsu‖L2ds 6 Cu‖f‖L2.
Çäåñü ÷åðåç H˜s îáîçíà÷åí îïåðàòîð ñðåçêè H˜sf(t) = χ[s,pi]f(t).
Èç (15)(20) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (14) (à çíà÷èò, è (12)).
Øàã 3 (îöåíêà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìûõ â îñíîâíîì ðàâåíñòâå).
Îöåíêà òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (6) ïîëó÷àåòñÿ òðèâèàëüíî:
m∑
n=N
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
f(t)ψn,2(t)dt
∣∣∣∣∣∣ 6 Cu‖f‖L2, (21)
òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {‖ψn,2(t)‖C} ∈ l1.
Ïåðåéäåì ê ÷åòâåðòîìó ÷ëåíó ïðåäñòàâëåíèÿ (6). Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (2):∥∥∥∥∥
m∑
n=N
√
2
π
(f(t), sinnt)ϕn(x)
∥∥∥∥∥
C
6
m∑
n=N
(|fn| · ‖ϕn(x)‖C) 6 Cu‖f‖L2, (22)
ãäå fn =
√
2/π(f(x), sinnx).
Íàêîíåö,∥∥∥∥∥
m∑
n=N
(f(t), ψn(t))ϕn(x)
∥∥∥∥∥
C
6 ‖f‖L2
m∑
n=N
(‖ψn(t)‖L2 · ‖ϕn(x)‖C) 6 Cu‖f‖L2. (23)
Èç íåðàâåíñòâ (8), (12) è (21)(23) âûòåêàåò îöåíêà (7).
Òåïåðü ìû ìîæåì ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ íîðìû îïåðàòîðà Bm. Î÷åâèäíî, ÷òî îí
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû: Bm = BN−1 + Bm,N . Ïîñêîëüêó âûáîð ÷èñëà N çàâèñèò
òîëüêî îò u, òî ÿñíî, ÷òî ‖BN−1‖L2→C 6 Cu (òàê êàê ýòîò îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ). Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (7) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî
‖Bm(u)‖L2→C 6 Cu. (24)
Øàã 4 (äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîñõîäèìîñòè).
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Äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] âûïîëíåíî:
lim
m→∞
‖Bmf‖C = 0. (25)
àññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà Bm íà ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå óíêöèè îïåðà-
òîðà L:
Bmyk(x) =
m∑
n=1
(yk(x), wn(x))yn(x)− 2
π
m∑
n=1
(yk(x), sinnx) sin nx.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíî 0 ïðè m < k è ðàâíî
yk(x) ïðè m > k. Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå
óíêöèè yk. Òàê êàê âñå óíêöèè yk ∈ W 12 [0, π], òî ðÿä Ôóðüå óíêöèè yk ñõîäèòñÿ ê íåé
ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, π], è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî lim
m→∞
‖Bmyk‖C = 0.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî, â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû {yk(x)} (ñì. óòâåðæäåíèå 1), èç íåïðå-
ðûâíîñòè îïåðàòîðà Bm ñëåäóåò ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (25).
Øàã 4 çàâåðøåí.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ î ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè. Äëÿ ëþáîãî
k > Nu îáîçíà÷èì gk(x) =
k∑
n=1
cnyn(x) (íàïîìíèì, ÷òî cn = (f(x), wn(x))). Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m âûïîëíåíî:
‖Bmf‖C 6 ‖Bm(f − gk)‖C + ‖Bmgk‖C . (26)
Øàã 5 (îöåíêà íîðìû Bm(f − gk) â ïðîñòðàíñòâå C[0, π]).
Ïóñòü gk(x) =
k∑
n=1
cnyn(x), k > Nu. Òîãäà
‖Bm(f − gk)‖C 6 Cu
( ∞∑
n=k+1
|cn,0|2
)1/2
+ ‖f‖L2υu(k), (27)
ãäå cn,0 =
√
2/π(f(x), sinnx), à υu(k)→ 0 ïðè k → +∞.
Ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (2) ïîëó÷àåì:
‖f(x)− gk(x)‖L2 6
∥∥∥∥∥
∞∑
n=k+1
2
π
(f(x), sinnx) sinnx
∥∥∥∥∥
L2
+
∥∥∥∥∥
∞∑
n=k+1
√
2
π
(f(x), ψn(x)) sinnx
∥∥∥∥∥
L2
+
+
∥∥∥∥∥
∞∑
n=k+1
√
2
π
(f(x), sinnx)ϕn(x)
∥∥∥∥∥
L2
+
∥∥∥∥∥
∞∑
n=k+1
(f(x), ψn(x))ϕn(x)
∥∥∥∥∥
L2
6
6 Cu
( ∞∑
n=k+1
|cn,0|2
)1/2
+ ‖f‖L2υu(k),
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ãäå υu(k)→ 0 ïðè k → +∞.
Â ñèëó îöåíêè (24) íà íîðìó îïåðàòîðà Bm èç äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà íåìåäëåííî
âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (27). Øàã 5 çàâåðøåí.
Ïåðåéäåì ê îöåíêå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (26). Ïóñòü m > k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm
îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà W 12 [0, π] â ïðîñòðàíñòâî C[0, π] ïî ïðàâèëó:
Smh(x) = 2/π
∞∑
n=m+1
(h(t), sinnt) sin nx. Çàìåòèì, ÷òî
Bmgk(x) = gk(x)− 2
π
m∑
n=1
(gk(t), sinnt) sin nx = Smgk(x)
(ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå óíêöèè îïåðàòîðà L ïðèíàäëåæàò ïðî-
ñòðàíñòâó W 12 [0, π], òî äåéñòâèå îïåðàòîðà Sm íà íèõ êîððåêòíî îïðåäåëåíî). Òîãäà
‖Bmgk‖C 6 ‖Sm(gk − gN)‖C + ‖SmgN‖C (28)
Øàã 6 (îöåíêà íîðìû Sm(gk − gN) â ïðîñòðàíñòâå C[0, π]).
Ïóñòü k > Nu  íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîé óíêöèè f èç ïðîñòðàíñòâà
L2[0, π] è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖Sm(gk − gN)‖C 6 Cu,ε‖f‖L2kmε−1/2. (29)
Ïóñòü m > k > Nu. Çàìåòèì, ÷òî ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (29) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå
‖Sm(gk(x)− gN(x))‖C =
∥∥∥∥∥
k∑
n=N+1
cnSmyn(x)
∥∥∥∥∥
C
=
∥∥∥∥∥
k∑
n=N+1
cnSmϕn(x)
∥∥∥∥∥
C
,
òàê êàê yn(x) =
√
2/π sinnx+ ϕn(x), ãäå ϕn(x) îïðåäåëåíû â (2). Äàëåå,∥∥∥∥∥
k∑
n=N+1
cnSmϕn(x)
∥∥∥∥∥
C
6
(
k∑
n=N+1
|cn|2
)1/2( k∑
n=N+1
‖Smϕn(x)‖2C
)1/2
6
6 Cu‖f‖L2
(
k∑
n=N+1
‖Smϕn(x)‖2C
)1/2
.
Ïðè âûâîäå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìû ó÷ëè òîò àêò, ÷òî
k∑
n=N+1
|cn|2 6
∞∑
n=N+1
|cn|2 6 2
(
2
π
∞∑
n=N+1
|(f(x), sinnx)|2 +
∞∑
n=N+1
|(f(x), ψn(x))|2
)
6 Cu‖f‖2L2.
Îöåíèì ‖Smϕn(x)‖C , âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà: ïðîñòðàíñòâî
W
ε+1/2
2 [0, π] →֒ C[0, π] ([16, ï. 4.6.2℄). Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0,
‖Smϕn(x)‖C 6 Cε
( ∞∑
j=m+1
(j2ε+1 + 1)|(ϕn(x), sin jx)|2
)1/2
=
12
= Cε
( ∞∑
j=m+1
j2ε+1 + 1
j2
|(ϕ′n(x), cos jx)|2
)1/2
6 Cεm
ε−1/2‖ϕn(x)‖W 1
2
. (30)
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì è ó÷ëè òîò àêò, ÷òî
ϕn(0) = ϕn(π) = 0.
Òàê êàê èç àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (2) ñëåäóåò, ÷òî ϕ′n(x) = nηn(x) + u(x)yn(x), òî
‖ϕn(x)‖W 1
2
6 Cunηn, ãäå ‖{ηn}‖l2 6 Cu. Çíà÷èò,
‖Smϕn(x)‖C 6 Cu,εmε−1/2nηn.
Èòàê, ïåðâîå ñëàãàåìîå â (28) ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
‖Sm(gk − gN)‖C 6 Cu,ε‖f‖L2
(
k∑
n=1
m2ε−1n2η2n
)1/2
6 Cu,ε‖f‖L2mε−1/2k.
Øàã 6 çàâåðøåí.
Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó â (28). Äåéñòâèå îïåðàòîðà Sm íà óíêöèè gN îöåíè-
âàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â (30):
‖SmgN(x)‖C 6 Cεmε−1/2‖gN(x)‖W 1
2
.
Òàê êàê ‖gN‖W 1
2
6 Cu‖f‖L2, òî
‖SmgN‖C 6 Cu,ε‖f‖L2mε−1/2. (31)
Èç ñîîòíîøåíèé (28), (29) è (31) òåïåðü ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
k > Nu
‖Bmgk‖C = ‖f‖L2υu(m), (32)
ãäå υu(m) → 0 ïðè m → +∞. Îöåíêà (5) òåïåðü ñëåäóåò èç (26), (27) è (32). Òåîðåìà
ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
3. Ñëó÷àé âåùåñòâåííîãî ïîòåíöèàëà.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû õîòåëè áû àíîíñèðîâàòü ðåçóëüòàò, ÿâëÿþùèéñÿ â ñëó÷àå âåùåñòâåí-
íîãî ïîòåíöèàëà íåñêîëüêî áîëåå îáùèì. Äåëî â òîì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2,
ïðèâåäåííîå â ðàáîòå [2℄, îïèðàëîñü íà àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé îïåðàòîðà L, ïîëó÷åííûå â òîé æå ñòàòüå. Îäíàêî ïîçæå òåìè æå àâòîðàìè áûëè
âûâåäåíû àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ îöåíêàìè îñòàòêîâ, ðàâíîìåðíûìè ïî øà-
ðó u ∈ BR = {v ∈ L2[0, π] : ‖v‖L2 6 R} (ýòè ðåçóëüòàòû åùå íå îïóáëèêîâàíû). Ñ ó÷åòîì
ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë, ðàññóæäåíèÿìè, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûìè äîêàçà-
òåëüñòâó òåîðåìû 3.13 ðàáîòû [2℄, ìîæíî ïîëó÷èòü îðìóëû (2)(4), íî óæå ñ îöåíêàìè
íîðì âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàâèñÿùèìè íå îò êîíêðåòíîãî ïîòåíöèàëà à ëèøü îò
ðàäèóñà øàðà R.
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé,
ïðè÷åì ‖u‖L2 6 R äëÿ íåêîòîðîãî R > 0. Òîãäà∥∥∥∥∥
m∑
n=1
cnyn(x)−
m∑
n=1
√
2
π
cn,0 sinnx
∥∥∥∥∥
C
6 CR
 ∞∑
n>
√
m
|cn,0|2
1/2 + ‖f‖L2υR(m), (33)
ãäå υR(m) → 0 ïðè m→ +∞.
Àâòîð áëàãîäàðèò ïðî. À.À.Øêàëèêîâà è äîö. À.Ì.Ñàâ÷óêà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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